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EINLEITUNG 
Im Folgenden wird ein Theorem tiber Untergruppen der speziellen linearen Gruppe SL(k,  In )  
bewiesen und zwar wird gezeigt, dab diese unendlich-viele Normalteiler mit endlichem Index hat, 
die nur Elemente mit unendlicher Ordnung haben. In § 3 wird die Higman-Gruppe H = {a, b, cmit 
b - lab = a 2, c - lbc = b 2, a - lca = c 2} verallgemeinert und gezeigt, dab diese benfalls =E ist. 
§ 1. EIN THEOREM/..)BER DIE SPEZIELLE LINEARE GRUPPE 
Um Theorem 1 beweisen zu k6nnen, beweisen wir zuerst das 
LEMMA 1. Seien 21 . . . . .  ~d die Eckpunkte eines dem Einheitskreises einge- 
schriebenen Polygons mit der Fl~iche q:0. Dann ist der Schwerpunkt (bei 
gleicher Masse in allen Ecken): X= I /d .  ( E~= 1 2k) im Inneren des Polygons d.h. 
IXI <1.*  
BEWEIS. Es ist {21 .. . . .  2d} = konvexer Bereich, daher 
X= ml)h + ... + mdAd 
m~ + . . .  + m d 
im Inneren des Polygons ftir alle mk>0.  Speziell ftir ml . . . . .  md=m erh~ilt 
man IX t= l /d . l~d=lxk l< l .  
Nun seien k und n => 2; F n der Ring der ganzen Zahlen e K,  ( = algebraischer 
*Im Falle eines entarteten Polygons (= Strecke) ist das Lemma trivial. 
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Zahlk6rper vom Grade n). G sei die Matrizengruppe SL(k, In). Dann gilt der 
Satz 
THEOREM 1. Es gibt unendlich-viele Normalteiler N in G, sodal3 [G : N] = 
= endlich ist und alle Elemente von N unendliche Ordnung haben (d.h. N= 
= torsionsfrei). Dabei ist N= {Me G, mit M-E(mod p)}, p ein Primideal, eine 
Hauptkongruenzuntergruppe. 
BEWEIS. Sei MeN d.h. M--E(mod p), dann ist M-E~0(mod p), also 
(I) Sp(M-E)--O(mod ~).1 
Aus Ma=E folgt die Diagonalisierbarkeit von M, also 2~= 1 ftir alle 
Eigenwerte von M und Sp(M)=(~a=i 2k). Insbesondere ISp(M)I <=d d.h. 
I a l = i Sp(M- E) ] <= 2d (sowie ftir alle Konjugierten von a), somit N(a) < (2d) n. 
Aus (I) und der FuBnote 1 folgt dann ftir alle p>(2d)n+ 1, dab Sp(M)= 
=Sp(E)=d sein mug. Da M~(E ist (wegen N~=>2), folgt aber nach dem 
Lemma I ]Sp(M) l<d ein Widerspruch d.h. M kann keine endliche Ordnung 
haben. 
Wir beweisen un, dab jede endlich-dimensionale, unit/ire Darstellung der 
projektiven speziellen linearen Gruppe PSL(n, C) trivial ist. Es gilt also tier Satz 
THEOREM 2. Die Gruppe PSL(n, C) ist ftir j edes n => 2 minimal-f.p.d.h. * hat 
nur die triviale endlich-dim., unit/ire Darstellung. 
BEWEIS. Es ist PSL(n,C)=SL(n,C)/Zentrum; diese ist ftir alle n_>2 
einfach. Es ist PSL(2, C)CPSL(n,C)=G, ftir alle n>=3, Untergruppe. Jede 
endlich-dim., unit/ire Darstellung von G, die nichttrivial ist, w~ire treu, well 
G = einfach ist. Also wfire dies auch eine treue (d.h. nichttriviale) Darstellung 
der Untergruppe PSL(2, C). Dies ist ein Widerspruch, da PSL(2, C) -- minimal- 
f.p. ist (siehe [2], S.249). 
Analog gilt der Satz fiir ~ statt C, da PSL(2, ~)=minimal-f.p. ist und 
PSL(n, R) eine einfache Gruppe ftir alle n __>2. 
§ 2. EIN LEMMA 13"BER MATRIZENGRUPPEN 
LEMMA VON BIRKHOFF. Seien a und b zwei invertierbare n x n-Matrizen, die 
mit c=yby-~b -1 (y=beliebiges Wort in a und b)g: 1 vertauschbar sind d.h. 
[a, c] = [b, c] = 1.2 Hat dann c die Ordnung pt, ist also c p' = 1, so ist der Grad n 
der Matrizen >=pt. 
BEWEIS. C hat einen Eigenwert a mit apt= 1 (und es ist nicht o?s= 1 fiJr 
s<t). Sei ~Ba der Eigen(vektor)raum zu a (von c). Aus [a,c] = [b,c] = 1 folgt 
I Sp(X)  ist die Spur der Matrix X. Es ist ~=Sp(M-E)eFn ,  also N(cr)---0(mod Np) und 
N(cr) ---0(rood p) wegen N~ =pr. 
2 Es ist [x,y] =x-  ly - Jxy. 
* minimal-f.p, ist Abkfirzung ffir minimal-fastperiodisch! 
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a(~)  C ~3, und b(~)C  !/B,, also k6nnen a und b als Transformationen von 
~¢ aufgefaBt werden. In ~,  gilt aber: e=a.  1, also ySy -1 =a./5 und damit 
grad(b) >__pt w.z.b.w. 
BEMERKUNG. Fiir y=a hat man das urspriingliche Lemma (siehe [1] 
und [41). 
§ 3. EINE SCHAR VON GRUPPEN MIT DREI ERZEUGENDEN 
G. Higman [31 hat bewiesen, dab die Gruppe H = {a, b, c} mit den Relationen 
b- lab=a 2, c - lbc=b 2, a - l ca=c z trivial ist d.h. es folgt a=b=c=l .  Wir 
beweisen ftir drei beliebige nattirliche Zahlen a, fl, ?, _-> 1 den Satz 
THEOREM 3. Ftir jede Gruppe H= {a, b,c} mit den drei Relationen 
(1) b-% ba=a 2 
(2) c-~b c B = b 2 
(3) a-  Yc aY = c 2 
gilt a = b = c = 1, wobei or, fl, y >_ 1 nattirliche Zahlen sind. 
BEWEIS. Man setze aY=A,  b~=B,  c¢=C und erhfilt aus (1), (2), (3) das 
Relationensystem 
(4) B-  lAB  = A 2 
(5) C-  1BC = B 2 
(6) A - 1 CA = C 2 
also A=B=C=I .  Nun setze man aY=l in (3) ein und hat c=l=b=a,  
w.z.b.w. 
BEMERKUNG. Man kann Theorem 3 ftir alle a, fl, ? ~ Z beweisen. 
THEOREM 4. Sei G die Gruppe {a,b} mit b- lab=a2 und einer Relation 
y=a~lb&. . .a~b~n= 1, wobei alle fly>0 sind, 1 <v<_n-  1 und Y~=1 fly = +- 1. 
Dann ist a=b= 1 d.h. G=E.  
BEWEIS. muM b-  lab = a 2 folgt b-~aab ~ = a 2~~ fiir fl > 0. Daher wird 
y = b/h. a2~1 + °t2, bB2. aa3.., a%bBn = b & + ... +~n-~. aYb~n = 1 
(durch Induktion). Wenn y=O, so ist bE~=lBv=b +-1= 1, also auch a= 1. Wenn 
y~eO, so ist b~: l=a 7, also ab=ba und daher b- lab=a=a 2 d.h. a=b=l  
w.z.b.w. 
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§ 4. EIN ZAHLENTHEORETISCHES LEMMA 
LEMMA 2. Wenn ffir zwei nat i i r l iche Zah len  a, fl 
2 p -  I (mod a) gilt, 
dann  ist der kleinste Pr imte i le r  p~ von  a gr6Ber als der kleinste Pr imtei ler  PB von  
fl d.h.  P~>PB"  
Wegen der Anwendung dieses Lemmas siehe die Gruppe yon  G. H igman.  
LEMMA 3. Wenn fiir eine nat i i r l iche Zahl  a 
3~-=2~(mod a)  gilt, 
so ist a = 1. 
BEWEIS. Es ist (a, 6) = 1. Es gibt ein kleinstes emi t  2 e -  1 (mod a) .  Dann ist 
2 -1 - -2e - l (mod a) .  Aus  3~-2~(mod ct) folgt (3 .2e -1)~- (2e+2e-1)  ~-  
- (2 e-  1 + 1) u - 1 (mod a)  d.h.  z ~ - l (mod a)  mit  z = 2 e- 1 + 1. 
Sei nun  Pl  der kleinste Pr imtei ler  von  or. Dann ist z u -  1(,ol). Abet  es ist 
z t - 1(pl), wobei  t Tei ler vonp l  - 1 ist (d.h. t = kleinster Exponent  von  z modp l )  
und  daher  t I a,  also t ] (a, p l  - 1). Aus  t = 1 d.h. z - 1(171) folgt wegen z = 1 + 2 e- 1, 
P l - -2  im Widerspruch  zu a~0(2) .  Daher  ist t__>2. Es existiert damit  eine 
Pr imzah l  po l t ]  ot mit  P0 <P i ,  Wid .  A lso ist stets a = I. w.z .b .w.  
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